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07 OBSTRUCTION A LA TRANSVERSALITE
DE LAGRANGIENS
Max KAROUBI ∗ Maria Luiza LAPA de SOUZA †‡
Re´sume´. Dans cette Note, nous donnons une condition ne´cessaire et suf-
fisante pour que plusieurs lagrangiens dans un fibre´ vectoriel symplectique
puissent eˆtre de´forme´s stablement en lagrangiens transversaux. Dans le cas
de trois lagrangiens, nous montrons que le groupe de Grothendieck associe´ a`
ce proble`me s’identifie a` un groupe de K-the´orie hermitienne.
OBSTRUCTION TO LAGRANGIAN TRANSVERSALITY
Abstract. In this Note, we give a necessary and sufficient condition for la-
grangians in a symplectic vector bundle to be deformed stably into transver-
sal lagrangians. In the case of three lagrangians, we show that the associated
Grothendieck group can be identified with a hermitian K-theory group.
1. Soit E un fibre´ vectoriel re´el de baseX muni d’une forme symplectique non
de´ge´ne´re´e (dite aussi (−1)-hermitienne). Un sous-fibre´ L est dit lagrangien
si son orthogonal est e´gal a` L. Deux lagrangiens L1 et L2 sont transversaux
si leur intersection L1 ∩ L2 est re´duite a` 0. Ils sont homotopiquement trans-
versaux s’il existe deux familles continues de lagrangiens L1(t) et L2(t) telles
que L1(0) = L1, L2(0) = L2, les lagrangiens L1(1) et L2(1) e´tant transver-
saux. Enfin, L1 et L2 sont dits stablement et homotopquement transversaux
si L1⊕L et L2⊕L sont homotopiquement transversaux dans le fibre´ E⊕H(L),
ou` H(L) = L⊕ L∗ de´signe le fibre´ hyperbolique associe´ a` L.
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2. Conside´rons le mono¨ıde (pour la somme directe) des triplets (E,L1, L2),
ou` E est un fibre´ symplectique avec deux lagrangiens L1 et L2. Un tel triplet
est e´le´mentaire si L1 = L2. Deux triplets σ et σ
′ sont e´quivalents s’il existe τ
et τ ′ e´le´mentaires tels que σ+ τ soit isomorphe a` σ′ + τ ′ en un sens e´vident.
L’ensemble des classes d’e´quivalence forme un groupe U(X) e´tudie´ dans [1]
et [2] dans un contexte plus ge´ne´ral. On note d(E,L1, L2) la classe du triplet
(E,L1, L2) dans U(X). Ce groupe U(X) s’inse`re dans une suite exacte entre
des groupes de K-the´orie re´elle et complexe, ou` la dernie`re fle`che est induite
par la complexification des fibre´s
K−1R (X)→ K
−1
C (X)→ U(X)→ KR(X)→ KC(X)
En fait, on de´montre dans [1] que U(X) s’identifie a` un certain groupe
V 1(X) obtenu a` partir de triplets (F, g1, g2), ou` F est un fibre´ re´el (sur
une 7−ie`me-suspension de X+) et ou` g1 et g2 sont deux formes quadratiques
non de´ge´ne´re´es sur F . Plus pre´cise´ment, U(X) ∼= V 1(X) est aussi isomorphe
a` K1R(X) qui est la K-the´orie associe´e a` la cate´gorie des fibre´s vectoriels re´els
sur la 7-ie`me suspension topologique de X+ (ceci est une version re´elle de la
pe´riodicite´ de Bott).
Dans sa the`se [4], le deuxie`me auteur a calcule´ l’obstruction a` la transversalite´
homotopique stable des lagrangiens L1 et L2 , proble`me initialement pose´ au
de´but. Elle se situe dans le conoyau de la fle`che KR(X)→ U(X) qui associe
a` un fibre´ L la classe du triplet (H(L), L, L∗). En raison de la pe´riodicite´ de
Bott de nouveau, on montre que cette fle`che est nulle. L’obstruction cherche´e
appartient donc simplement au groupe U(X) ∼= K1R(X). Comme il est montre´
dans [4], l’invariant de Maslov classique associe´ a` deux lagrangiens se de´duit
de cet invariant.
3. Remarque. Si Q est le corps des nombres rationnels, le groupe K1R(X)⊗Q
s’identifie a` la somme des groupes de cohomologie de Cech H4n+1(X ;Q).
4. Examinons maintenant la situation de trois lagrangiens L1, L2 et L3 avec
une extension e´vidente des de´finitions de transversalite´.
The´ore`me 0.1. Pour que trois lagrangiens L1, L2 et L3 soient homotopi-
quement et stablement transversaux, il faut et il suffit que d(E,L1, L2) =
d(E,L1, L3) = 0 dans le groupe U(X) (ce qui implique aussi d(E,L2, L3) =
0).
2
De´monstration : La condition e´tant e´videmment ne´cessaire, de´montrons
qu’elle est suffisante. Puisque d(E,L1, L2) = 0, on peut supposer (stable-
ment) que E = H(L) avec L2 = L et L1 = L
∗ qui est isomorphe a` L en
tant que fibre´ re´el par le choix d’une me´trique sur L. Par ailleurs, puisque
d(E,L2, L3) = 0, on peut aussi supposer que L3 est transverse a` L2 et qu’il
est de´fini par le graphe d’un morphisme g : L = L1 → L
∗ = L2. Puisque L3
est un lagrangien dans un fibre´ symplectique, on a ne´cessairement g∗ = g.
Soit maintenant h une me´trique sur L de´finissant donc un isomorphisme
auto-adjoint entre L et L∗. Alors le graphe de l’endomorphisme auto-adjoint
g(t) = (1−t)g+th de´finit une homotopie entre L3 et un lagrangien transversal
a` la fois a` L1 et L2 (pour t = 1).
5. La meˆme me´thode permet de de´montrer le the´ore`me plus ge´ne´ral suivant.
The´ore`me 0.2. Soit E un fibre´ symplectique et soient L1, ..., Lm des la-
grangiens avec m ≥ 2. Pour que ceux-ci soient homotopiquement et sta-
blement transversaux, il faut et il suffit que dans le groupe U(X) on ait
d(E,L1, Ln) = 0 pour tout n (ce qui implique d(E,Li, Lj) = 0 pour tout
couple (i, j)).
De´monstration : Le raisonnement pre´ce´dent montre que les Ln , n ≥ 3,
peuvent eˆtre associe´s (a` homotopie pre`s) a` des me´triques hn sur L = L1. Par
homothe´tie, on peut meˆme supposer que hn = nh, ou` h est une me´trique fixe
sur L. On en de´duit que hn − hp = (n − p)h est inversible pour n 6= p et et
que donc Ln est transversal a` Lp.
6. Nous allons voir que la situation est le´ge`rement diffe´rente pour des fibre´s
E munis d’une forme biline´aire syme´trique non de´ge´ne´re´e (ou encore (+1)-
hermitienne). Dans ce cas, le groupe U(X) construit pre´ce´demment avec des
couples de lagrangiens est isomorphe a` K−1R (X) d’apre`s [1]. L’obstruction
pour la transversalite´ homotopique stable de deux lagrangiens appartient
alors au conoyau de la fle`che KR(X) → K
−1
R (X) qui s’inse`re dans la suite
exacte de Bott (ou` la dernie`re fle`che est induite par la re´alification des fibre´s) :
KR(X)→ K
−1
R (X)→ K
−1
C (X)→ K
1
R(X)
L’obstruction a` la transversalite´ de L1 et L2 peut donc eˆtre conside´re´e comme
un e´le´ment du groupe N = Ker[K−1C (X) → K
1
R(X)], e´le´ment qu’on notera
γ(E,L1, L2).
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7. Remarque. Comme dans le paragraphe 3, on peut montrer que le groupe
N⊗Q s’identifie a` la somme des groupes de cohomologie de CechH4n−1(X ;Q).
8. Soient L1, L2 et L3 trois lagrangiens tels que L1 et L2 d’une part, L2 et L3
d’autre part, soient homotopiquement et stablement transversaux. Donc L3
est de´fini par un morphisme de fibre´s h : L = L1 → L
∗ = L2 tel que h
∗ = −h.
Pour que L3 soit homotopiquement transversal a` L2, il faut et il suffit donc
que L puisse eˆtre muni d’une structure symplectique non de´ge´ne´re´e (ce qui est
e´quivalent a` une structure complexe). Puisqu’on raisonne stablement, on peut
remplacer E par E⊕H(L), et donc L par L⊕L. Sans restreindre la ge´ne´ralite´,
on peut ainsi supposer que L est bien muni d’une structure symplectique
non de´ge´ne´re´e. On en de´duit le the´ore`me suivant, dont la de´monstration est
calque´e sur celle du the´ore`me pre´ce´dent (en remplac¸ant les me´triques par des
formes symplectiques non de´ge´ne´re´es).
The´ore`me 0.3. Soit E un fibre´ vectoriel muni d’une forme biline´aire syme´-
trique non de´ge´ne´re´e et soient L1, ...,Ln des lagrangiens dans E. Pour que
ces lagrangiens soient homotopiquement et stablement transversaux, il faut
et il suffit que γ(E,L1, Ln) = 0 pour tout n (ce qui implique γ(L1, Li, Lj) = 0
pour tout couple (i, j)).
9. Remarque importante. Il est facile de voir que la the´orie U(X) est un
foncteur semi-exact dont l’espace classifiant est le groupe orthogonal in-
fini O = colimO(n) dans le cas (+1)-hermitien ou l’espace homoge`ne in-
fini U/O = colimU(n)/O(n) dans le cas (−1)-hermitien. Si X est un CW-
complexe de dimension N , la transversalite´ homotopique stable est donc
e´quivalente a` la transversalite´ homotopique si n > N +1 dans le premier cas
et n > N + 2 dans le second (n e´tant le rang du fibre´ E).
10. Revenons au cas d’un fibre´ symplectique E muni de trois lagrangiens
(L1, L2, L3). Sur le fibre´ L1 ⊕ L2 ⊕ L3 on peut de´finir la forme quadratique
suivante
q(x1, x2, x3) = φ(x1, x2) + φ(x2, x3) + φ(x3, x1)
utilise´e notamment par Leray [5] et Kashiwara [3].
The´ore`me 0.4. . Les trois lagrangiens L1, L2 et L3 sont transversaux si et
seulement si la forme quadratique q est non de´ge´ne´re´e.
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De´monstration : Supposons d’abord que les trois lagrangiens ne soient
pas transversaux, par exemple que L1 ∩ L2 6= 0. Choisissons un e´le´ment non
nul y1 = y2 ∈ L1 ∩ L2. Posons aussi y3 = 0. Pour tout triplet (x1, x2, x3),
calculons alors la forme biline´aire syme´trique associe´e a` q, soit
Ψ(x, y) = φ(x1, y2)−φ(y1, x2)+φ(x2, y3)−φ(y2, x3)+φ(x3, y1)−φ(y3, x1) (F )
Elle se re´duit a` φ(x3, y1)−φ(x3, y2)+φ(y3, x1) = φ(x3, y1−y2)+φ(y3, x1) = 0.
Ceci montre que l’orthogonal de F = L1 ⊕ L2 ⊕ L3 pour la forme de Leray-
Kashiwara n’est pas nul et que la forme quadratique q est de´ge´ne´re´e.
Re´ciproquement, supposons que les lagrangiens soient transversaux. On peut
alors poser L1 = L, L2 = L
∗, L3 e´tant de´fini comme le graphe d’un morphisme
g : L → L∗ tel que g∗ = g. Conside´rons le sous-espace E3 de F forme´ des
triplets (x1, x2, x3) tels que x1 + x2 − x3 = 0. Si on pose x3 = (u, gu) dans
l’expression de L3 comme sous-espace de L1⊕L2, on voit que E3 est isomorphe
a` L1. Pour calculer la forme Ψ restreinte a` E3, on pose alors x1 = x
′
1 = u,
x2 = x
′
2 = gu, y1 = y
′
1 = v, y2 = y
′
2 = gv.
En appliquant la formule (F ) ci-dessus, on voit que la forme Ψ restreinte a`
E3 s’e´crit de la manie`re suivante en fonction de u et v ∈ L1 ∼= E3, le symbole
<,> de´signant l’accouplement entre un espace et son dual :
Ψ(u, v) =< u, gv > − < v, gu > + < v, gu > − < u, gv > + < v, gu > −
< u, gv >= −2 < u, gv >
Ainsi, au facteur −2 pre`s, la forme biline´aire syme´trique sur E3 s’identifie a`
la forme biline´aire syme´trique associe´e a` g (modulo l’identification entre E3
et L1). Par ailleurs, si on conside`re de nouveau la formule (F ) ci-dessus, on
voit que l’orthogonal de H(L1) = L1 ⊕ L2 dans F = L1 ⊕ L2 ⊕ L3 est forme´
des triplets (y1, y2, y3), avec y3 = (y
′
1, y
′
2) tels que pour tout couple (x1, x2),
on ait < x1, y2 − y
′
2)+ < y1 − y
′
1, x2 >= 0. Donc y
′
1 = y1 et y
′
2 = y2, ce qui
de´termine bien le sous-module E3. Par conse´quent, F s’identifie a` la somme
orthogonale de E3 et de H(L1) : ceci de´montre que la forme quadratique q
est non de´ge´ne´re´e.
11. Conside´rons maintenant le mono¨ıde des classes d’isomorphie des quadru-
plets pre´ce´dents (E,L1, L2, L3) ou` L1, L2 et L3 sont des lagrangiens trans-
versaux. Notons LK(X) le groupe de Grothendieck associe´ a` ce mono¨ıde (en
re´fe´rence au travail de Leray et Kashiwara).
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The´ore`me 0.5. Le groupe LK(X) s’identifie au groupe de K-the´orie her-
mitienne de l’espace X, c’est-a`-dire a` la somme directe de deux copies de la
K-the´orie re´elle 1. De manie`re pre´cise, l’isomorphisme
LK(X)→ KR(X)⊕KR(X)
est induit par la correspondance
(E,L1, L2, L3) 7→ [Ψ]−H(L1)
ou` Ψ est la forme quadratique de Leray-Kashiwara.
De´monstration : D’apre`s ce qui pre´ce`de, les classes d’isomorphie des
quadruplets pre´ce´dents sont en correspondance bijective avec les formes bi-
line´aires syme´triques non de´ge´ne´re´es g : L1 → L
∗
1. Le the´ore`me re´sulte alors
des conside´rations du paragraphe 10.
12. Ge´ne´ralisations diverses. Pour simplifier, nous nous sommes place´s dans
le cadre ge´ome´trique des fibre´s vectoriels. Les conside´rations pre´ce´dentes se
ge´ne´ralisent sans peine au cadre des modules projectifs de type fini sur une
C∗-alge`bre quelconque. Une autre ge´ne´ralisation est de conside´rer des fibre´s
e´quivariants 2. Les re´sultats de´montre´s dans cette Note s’e´tendent aussi sans
proble`me a` ce cadre.
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